A PRIORI ESTIMATES FOR NONVARIATIONAL OPERATORS
MODELED ON HORMANDER’S VECTOR FIELDS WITH DRIFT

STIME A PRIORI PER OPERATORI NON VARIAZIONALI
MODELLATI SU CAMPI DI HORMANDER CON DRIFT

MARCO BRAMANTI

SOMMARIO. For a nonvariational operator structured on Hérmander’s vector fields with
drift, where the matrix of coefficients is real, symmetric and uniformly positive, we prove
local a priori estimates on the second order derivatives with respect to the vector fields,
in Holder spaces if the coefficients are Holder continuous, in LP spaces if the coefficients

are bounded, measurable and locally VMO.

SUNTO. Per un operatore non variazionale strutturato su campi di Hormander con
drift, con matrice dei coefficienti reale, simmetrica e uniformemente definita positiva,
proviamo stime a priori locali sulle derivate seconde rispetto ai campi, in spazi di Hélder
se i coefficienti sono Hélderiani, in spazi LP se i coefficienti sono misurabili, limitati e

localmente VMO.
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1. INTRODUZIONE

In questo seminario si discutono risultati ottenuti in collaborazione con Maochun Zhu,

della Northwestern Polytechnical University (P.R. China) e contenuti nei lavori [9], [10].

Consideriamo una famiglia di campi vettoriali reali lisci

Xz' = sz] (ZE) 8%., 7= O, ]_,2, e q
7=1

(¢g+1 < n) definiti in un dominio limitato € di R™ e soddisfacenti la condizione di

Hormander: D'algebra di Lie generata dagli X; in ogni punto di 2 ¢ R™.
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Sotto queste



16 MARCO BRAMANTI

ipotesi e noto che 'operatore

ﬁIiX¢2+X0

i=1

¢ ipoellittico (Hormander [17], 1967). Nel 1976 Rothschild-Stein [21] provarono stime a

priori di tipo LP per le derivate seconde rispetto ai campi vettoriali, cioe

q q
Z HXinuHLP(Q’) + HXOUHLP(Q/) <c { H‘CUHLP(Q) + HUHLP(Q) + Z HXiUHLp(Q)}
i=1

1,j=1

per ogni p € (1,00), ' € €. Si noti che nella stima il campo vettoriale di “drift” X, ha
peso due rispetto ai campi X; per ¢ = 1,2,...,q. Per operatori senza il termine di drift
(“somme di quadrati” di Hormander) la letteratura esistente ¢ molto piu vasta che per
operatori generali. D’altro canto esistono classi di operatori completi dotate di indubbio
interesse, come gli operatori di Kolmogorov-Fokker-Planck, il cui studio nel contesto della
teoria degli operatori di Hormander costituisce un filone vivace di ricerche, iniziato col
lavoro di Lanconelli-Polidoro [18], 1994.

E’ ben noto che lo studio di un operatore di Hormander ¢ molto facilitato nei casi in
cui esiste una struttura di gruppo di Lie rispetto al quale 'operatore e invariante per tra-
slazioni, ed eventualmente anche omogeneo per una famiglia di dilatazioni. Se entrambe
le proprieta valgono (cio che si esprime dicendo che siamo su un gruppo omogeneo), un
famoso risultato di Folland [14], 1975, garantisce 'esistenza di una soluzione fondamentale
globale I" per L, invariante per traslazioni e omogenea, che rende agevole la dimostrazio-
ne delle stime a priori di tipo LP sulla base di opportune versioni astratte della teoria
degli integrali singolari. Le stime di Rothschild-Stein furono appunto ottenute ricondu-
cendosi opportunamente a questa situazione modello, con un procedimento di lifting e

approssimagzione a cui accenneremo in seguito.
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A partire dal 2000 circa sono state studiate anche certe classi di operatori nonvariazio-

nali strutturati su campi di Hoérmander, dei tipi

J=1
q
(2) L= Z Qi (.T,t) XZX] — 8t
1,j=1
q
(3) L= Z Qi (J]) XZXJ + X()
1,7=1

dove la matrice {a;; (-)};.]J.:1

e simmetrica e uniformemente definita positiva, i coefficienti
sono limitati e soddisfano ipotesi deboli di regolarita, per esempio appartengono a spazi di
Holder o V MO definiti rispetto alla distanza indotta dai campi vettoriali. Poiché in questi
casi gli a;; non sono C°°, questi operatori del second’ordine non sono piu ipoellittici, ma
ha comunque senso chiedersi se (ed aspettarsi che) stime a priori per le derivate seconde
rispetto ai campi continuino a valere, dal momento che queste non richiedono per aver
senso una grande regolarita dei coefficienti. Precisamente: stime a priori L? (con a;; in
VMOx N L*>) sono state dimostrate da Bramanti-Brandolini [3] per operatori (1) e in [2]
per operatori (3) ma sui gruppi omogenei; stime a priori in spazi C§ (con a;; in C'§) sono
state dimostrate da Bramanti-Brandolini in [5] per operatori (2) e da Gutierrez-Lanconelli
in [16] per operatori (3) ma sui gruppi omogenei. Notiamo esplicitamente che il lavoro
di Rothschild-Stein non conteneva stime in spazi di Holder adattati ai campi perché nel
1976 la stessa nozione di distanza indotta dai campi non era ancora stata studiata per

campi generali.

Nel caso particolare di operatori di Kolmogorov-Fokker-Planck che si scrivono

q
L= ay(®) 0, +Xo

ij=1
per un opportuno termine di drift Xy, stime LP (con a;; in VMOx N L*) sono state
provate da Bramanti-Cerutti-Manfredini in [7] nei gruppi omogenei, stime L” (con a;;
uniformemente continui) globali nello spazio e per tempi limitati sono state provate da

Bramanti-Cupini-Lanconelli-Priola in [8] in presenza di traslazioni ma non dilatazioni,
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mentre stime C'§ sono state provate da Di Francesco-Polidoro [13] ancora in presenza di
traslazioni ma non necessariamente dilatazioni.

Lo scopo della presente ricerca ¢ provare stime locali sia LP che C% per operatori
generali (3) strutturati su campi di Hormander “con drift”, senza assumere l'esistenza di

una struttura di gruppo. Precisamente, proviamo che

lullgzoy < e {10l o) + lull e |

per p € (1,00), ' € , se i coeflicienti sono VMOx jo. (€2) N L>® (£2), e

lulloe gy < e {I1Lullog o + Nl mo |

per a € (0,1), Q' €  se i coefficienti sono C% (2). Gli spazi di Sobolev e di Hélder
S%P C%* sono quelli indotti dai campi vettoriali X; e dalla relativa distanza, sempre
pesando 2 il campo X,. Ovviamente questi risultati generalizzano quelli contenuti nei
vari lavori sopra citati.

Queste stime non costituiscono un’estensione immediata delle teorie esistenti, per va-
rie difficolta tecniche, qualcuna delle quali illustreremo nel seguito. Inoltre, il lavoro di
Rothschild-Stein [21] a cui si devono inizialmente molte delle idee di questo filone di ri-
cerca, non contiene dimostrazioni esplicite per il caso del drift. Percio in effetti questa
ricerca si configura non solo come un’estensione dei risultati noti, ma anche come una
prima stesura dettagliata di certi argomenti di [21] per il caso del drift. Infine, questa
teoria ha reso necessario un ripensamento delle tecniche di analisi reale (spazi localmente
doubling, v. [10]) che ha un interesse indipendente e getta inoltre una diversa luce anche
su certi risultati che erano gia noti per gli operatori nonvariazionali, permettendo di for-
mulare le ipotesi sui coefficienti in modo piu naturale, in vista del carattere locale delle
stime a priori.

Facciamo una mappa del percorso generale che si segue per provare le stime a priori,
prima di entrare in qualche dettaglio.

1. Lifting e approssimazione. A partire dall’operatore differenziale di partenza L se ne

definisce un altro £ di forma simile ma che vive in uno spazio ambiente di dimensione
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maggiore e i cui campi sono ben approssimati localmente da campi omogenei e invarianti
rispetto ad una struttura di gruppo omogeneo.

2. Nello spazio delle variabili liftate si scrivono formule di rappresentazione per u e
)?,)Z' ;u in termini di Zu, usando una parametrice.

3. Si applica la teoria degli integrali singolari astratta per ottenere dalle formule di
rappresentazione stime a priori sulle derivate seconde di funzioni regolari a supporto
compatto piccolo, in L? o in C%.

4. Dalle stime precedenti si ricavano stime su sfere piccole ma per funzioni anche a
supporto non compatto, con tecniche di funzioni cutoff e disuguaglianze di interpolazione
per le norme delle derivate prime.

5. Siritorna alle variabili originarie proiettando opportunamente le stime e si ottengono
stime su sfere piccole nello spazio originario e, per copertura, stime all’interno di un
dominio limitato qualsiasi.

Uno degli aspetti qualificanti di questo approccio € quello di fare un unico investimento
iniziale (ossia i punti 1 e 2 e un’impostazione comune della teoria degli integrali singolari
LP e C*) per ottenere poi le due teorie L” e C* in parallelo (punti 3, 4, 5). Vediamo ora

qualche dettaglio in piu sui singoli punti, soffermandoci su qualcuna delle difficolta.

2. LIFTING E APPROSSIMAZIONE

Dati i campi vettoriali Xo, X1, ..., X, reali C*°, definiti in un dominio Q di R" (¢ + 1 < n),

assegniamo a Xj il peso 2, agli altri X; peso 1, e per ogni multiindice
]:(2177’27alk‘)7 OS/L] Sq
definiamo il suo peso || come la somma dei pesi. Poniamo:

Xy = [Xi [Xi [Xik—leik} H ’

19 27

dove [X,Y] = XY — Y X, e diciamo che X[;; € un commutatore di peso |I|. Diciamo che
il sistema X = {Xo, Xi,...,X,} soddisfa la condizione di Hormander di peso s se questi
campi vettoriali, insieme ai loro commutatori di peso < s, generano lo spazio tangente in
ogni punto x € €.

I famoso teorema di Lifting di Rothschild-Stein in [21, p. 272] afferma:
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Teorema 2.1. Sotto le ipotesi precedenti, per ogni T € §2 esiste un intero N > n ed
esistono nuovi campi vettoriali

N
= 0
Xz:Xz E )\z , ) =—, .:0,...,
+l:n+1 l(x )atl Z !

con \y(z,t) funzioni regolari (0 <i<gqg,n+1<I<N,t=t,1,...,ty), definiti in un
intorno U di &€ = (7,0) € RY tali che i campi vettoriali )?Z soddisfano ancora la condizione

di Hormander di peso s e inoltre sono liberi al passo s in ogni punto di U.

Non ricordiamo qui la definizione di campi liberi. E’ sufficiente sapere che in forza di
questa loro proprieta vale il teorema di approssimazione, per introdurre il quale dobbiamo
prima ricordare alcune definizioni. Un gruppo omogeneo in RY & un gruppo di Lie G =
(RN , o) (“traslazioni”) rispetto a cui l'origine e 'identita e l'inverso ¢ 'opposto euclideo,

dotato di una famiglia di automorfismi (“dilatazioni”)
D()\) (Ul, U, ..., UN) = ()\O‘lul, /\QQUQ, ceey )\aNUN, )
per opportuni esponenti positivi ;. Si puo definire in G una norma omogenea ||-|| ponendo

lull=r < 'D (%)u

dove || ¢ la norma Euclidea e ||0|| = 0. La misura di Lebesgue in RY & invariante rispetto

a G esiha

=1,

1B (u,7)| = |B (u,1)|r® VYueG,r >0,

dove Q) = Zfil a; si dice dimensione omogenea del gruppo.

Supporremo che esista una base dell’algebra di Lie dei campi invarianti a sinistra
Yo, Y4, ..., Y, , con Yy omogeneo di grado 2, gli altri ¥; omogenei di grado 1. Allora G
si dice gruppo omogeneo di tipo II.

Un operatore differenziale su G si dice di grado locale < X\ se, prendendo lo svilup-
po di Taylor nell’origine dei suoi coefficienti, ogni termine cosi ottenuto ¢ un operatore
differenziale omogeneo di grado < A. Con queste premesse vale il seguente teorema di

approssimazione di Rothschild-Stein:
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Teorema 2.2. Dati i campi liftats )N(Z come nel Teorema 2.1, esiste nello spazio RN di
questi campi un gruppo omogeneo G di tipo II, campi invarianti omogenei Y; come sopra,
ed esiste per ogni 1 in un opportuno intorno di & (punto di lifting) un diffeomorfismo
©,(-) di un intorno di n in un intorno dell’origine tale che, ponendo © (n,€&) = 0,(§), st

ha, per ogni f € C°(G), 1 =10,1,2,....,q

Xi[f (© ()] (&) = (Yif + RLP) (©(n,))
dove R] ¢ un campo wvettoriale di grado locale < 0 per i = 1,...,q (<1 peri=0)

dipendente con regolarita da 7).

La mappa O soddisfa inoltre varie altre proprieta, in particolare

o (7775) =-06 (fﬂ?) )

e la funzione
p(n,&) =110 (n, &) ||

e una quasidistanza, ossia € positiva, simmetrica e

p(n,§) <clp(n,¢) + p(¢,€)].

Osserviamo che una dimostrazione dettagliata dei teoremi di lifting, approssimazione e
proprieta della mappa © che tenga esplicitamente conto della presenza di un campo X
di peso 2 non si trova in [21] ma ¢ stata scritta recentemente in [6], nel contesto di campi
non regolari.

Applichiamo ora la teoria precedente al nostro operatore
q
L= Z aij(x)Xin + Xo.
ij=1
Per ogni T € () definiamo i campi liftati X; in un intorno B (E, R) di ¢ = (7,0) € RV,
Per £ = (z,t) € B (E, R), poniamo

aij(xv t) - aij(x)v

q
L= ;)X X; + X,

ij=1
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Ora congeliamo £ in un punto & € B (E, R) e consideriamo 'operatore liftato congelato:
o~ q ~ ~ ~
Ly = Z a;5(£0) Xi X + Xo
ij=1
e il suo approssimante sul gruppo omogeneo G:

q
Ly = Z a;(60)Y:Y; + Yo

1,j=1

come pure il trasposto:
q

L' =) ay(&)YiY; — Yo,

ij=1
Agli operatori £} e LT si applicano la teoria di Folland [14], riassunta nel:

Teorema 2.3. (Sia Q > 3). Per ogni & € B (E, R) Uoperatore L ha un’unica soluzione
fondamentale T (&y;-) tale che:

(@) T (60:-) € C (BN \ {0})

(b) T' (&) € omogenea di grado (2 — Q);

(¢) per ogni funzione test f e v € RV,

f(v) :/RN T (&;utov) L£f(u)du;

inoltre per ogni i,j = 1,...,q, esistono costanti o;;(&o) tali che

VY f0) = PV, [ YT (6wt 00) Lifluddu + a6 Gif0)

RN
dove: P.V. [on (...) du = lim._g fHu*lovH>s (...) du;
(d) Y;Y;I' (&o;-) € omogenea di grado —Q);
(e) VR>1r>0,

/ Y.Y;I' (§o; u) du = / VY, (&o; u) do(u) = 0.
r<|lul|<R

[[ul| =1

Osservazione 2.1. E’ noto che la soluzione fondamentale di LT ¢

I (&o;u) =T (&;u™t) =T (€05 —u).

(Tuttavia Y;T'T (&g;u) # YT (€o; —u) ).
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Poniamo, peri,j =1,...,q,
Lij(&o;u) = VY5 [T(&; )] (w); - TH(Gosu) = YiY5 [T7(&; )] (w).
Valgono le seguenti stime uniformi:

Teorema 2.4. (v. [2, Thm. 12]) Per ogni multiindice (3 esiste una costante ¢ = ¢(3, G, )

tale che
o B
sup (—) Iy (€5 u)| < o
lui=t | \Ou
¢eB(ER)
sup |y (§)] < ¢
¢eB(E,R)
per ognii,j =1,...,q. Lo stesso vale per I'T.

L’idea ¢ ora usare come parametrice dell’operatore liftato Ly la funzione

r (507 S (777 g)) )

analogamente a quanto fanno Rothschild-Stein. Infatti, formalmente, per il teorema di

approssimazione si ha:

Lo [T (€0,© (n,-)] (€) = 8, (&) + (RT) (€0, © (n,£))

con R" operatore differenziale di grado locale < 1, quindi (R"T") (&, © (n,&)) nucleo

localmente integrabile.

3. FORMULE DI RAPPRESENTAZIONE

Si definisce 'operatore integrale

PHE)f(€) = —% [T 0006060 )

e si calcola, utilizzando il teorema di approssimazione,

LIP*(&)f (&) = a(€) f (z) + (operatori integrali non singolari applicati a f).
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Trasponendo questa identita si trova

al = P(fo)zo + Z aij (§0) Sij (§0) + So (o)

i,j=1

dove

P& © =50 [ %

mentre S;; (&) , So (o) sono operatori “congelati di tipo 17, cioe operatori integrali la cui

['(£0;0(n,€)) f(n) dn

parte principale e del tipo

/Ea(n) YT (€: ©(€. 7)) b(E) £(n) .

Occorre definire con precisione il concetto di operatore di tipo A. In sostanza ¢ un
operatore integrale il cui nucleo e ottenuto a partire da I' (§y; ©(&, 7)) calcolando eventuali
derivate del nucleo; si dice di tipo A se possiamo derivarlo ancora A volte prima che il
nucleo diventi singolare; percio P(&) e di tipo 2; gli operatori di tipo 0 sono integrali
singolari. Occorre studiare le proprieta di questi operatori: mostrare cosa si ottiene
calcolando derivata di un operatore di tipo A, il trasposto di un operatore di tipo A,
la composizione di un operatore di tipo A con una derivata. Infatti 'idea ¢ ora partire

dall’identita

(af) (&) = PP (&) Lof (€ +Zam &) Sy (&) £(&) + 58 (%) £ (€)

1,j=1

(gli apici (2) e (1) ricordano il tipo di operatore) e prenderne la derivata X; X ; ottenendo

X (af) (€) = XiX; PP (&) Lo f (€) + (resto)

dove X; X P®)(&) sara un operatore congelato di tipo zero (=integrale singolare) mentre
il resto e la derivata seconda di un operatore di tipo 1, cioe la deriwata prima di un
integrale singolare, che vorremmo riscrivere come operatore di tipo zero applicato a una
derivata prima di f.

Questo “teorema di scambio” e una delle parti delicate della teoria di Rothschild-Stein,
che gli autori non trattano nel caso in cui c¢’e il termine di drift, e che non si puo trattare

in modo completamente analogo. Il loro teorema, valido se non c’e il drift, e:
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Per ogni operatore S (&) congelato di tipo 1, per ogni i = 1,2,...,q, esistono altri
operatori T;; (&), T; (&) di tipo 1 tali che

S (&) = Z Sij (o) Xj + i (&o) -

Jj=1
In presenza di un termine di drift questa proprieta non puo essere vera. La variante

che dimostriamo ¢&:

Teorema 3.1. Se S (&) ¢ un operatore congelato di tipo 1,i=1,2...q, allora
~ a ~ q ~ . . ~
XiS (€0) = D 83 (60) Xj + D any (§0) 57 (€0) X + S5 (§0) + P () Lo,

Jj=1 h,j=1

dove Sij (&), S (&), Si (&) sono operatori congelati di tipo 1, P* (&) ¢ di tipo 2.

Grazie allo studio delle proprieta degli operatori di tipo A e a questa formula di scambio
si dimostrano cosi le formule di rappresentazione per le derivate seconde. Omettendo di

scrivere i coefficienti ay; (§y) dell’operatore per rendere la scrittura pit leggibile si ha:

Teorema 3.2 (Formule di rappresentazione adatte a stime Hélderiane). FEsistono operato-
ri congelati di tipo 0, T;; (&), TZ’; (o), TZ(J) (&) tali che per ogni funzione testu, 1,7 =1,...,q

vale identita:
q
Xi X, (au) = Ty; (&) Lou+ Y Tk (§0) Xeu + T (S0) u.
k=1

A questo punto prendendo le norme C% di ambo i membri de questa formula di
rappresentazione e scrivendo

q

Lou(€) = Lu(€)+ Y [an (&) — an (€)] XnXpu

hok=1

ci si riconduce a teoremi di continuita C'§ di integrali singolari. Per una funzione

a supporto piccolo il termine >3, [ank (§0) — ank (§)] X, Xpu avrd norma C$ piccola
grazie alla piccola oscillazione dei coefficienti Holderiani e si potra riassorbire a sinistra.

Per provare stime LP oltre a riscrivere Lou (&) come sopra occorre anche scongelare la

variabile &y. Si ottiene cosi una formula che coinvolge ora operatori (non piu congelati)
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di tipo 0, cioe aventi nuclei singolari del tipo

YiY;I(&0(8,m))

e coinvolge inoltre i commutatori di questi operatori di integrale singolare con i coefficienti

apk. In forma compatta la formula di rappresentazione che si ottiene e la seguente:

Teorema 3.3 (Formula di rappresentazione adatta a stime LP). Esistono operatori di

tipo 0, Ty, TE

s Tg tali che per ogni funzione test u, i,7 = 1,...,q vale lidentita:

q q
XiX; (au) = TyLu+ Y [ane, Ty] XnXpu+ Y TEXpu+ Thu
h,k=1 k=1

dove

[0, T f = aTf =T (af)

@.T]f(€) = PV / E(En) [a(€) — a(m)] £ (n)dn

se k e il nucleo di T'.

Ora si prende la norma L” di ambo i membri e si sfrutta la continuita LP degli integrali
singolari. Si trovera anche la norma LP del commutatore [ang, T;;] X h)? xu, che nell’ipotesi
di coefficienti ap, € VMO sara piccola su sfere piccole, grazie a un opportuno teore-
ma sul commutatore di integrali singolari che, data la funzione ap, € VMO, garantisce

I'esistenza, per ogni € > 0, di un numero r tale che

[ahk,ﬂj] XthUH S 9 H)N(h)N(kuH pUI"Ché u e Cgo (Br) .
Lp Lp

Veniamo quindi come ci si procura la necessaria teoria degli integrali singolari.

4. APPLICAZIONE DELLA TEORIA DEGLI INTEGRALI SINGOLARI ASTRATTA

Occorre ora guardare pitt da vicino la geometria dei campi vettoriali. Seguendo Nagel-
Stein-Weinger [19] definiamo la distanza di controllo indotta da un sistema di campi di

Hormander con drift:
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Definizione 4.1. Per ogni § > 0, sia C'(0) la classe delle curve assolutamente continue
@: [0,1] — Q che soddisfano

¢'(t) = Z Ar(t) (X[I])w(t) g.o. t€(0,1)

[<s

con |A\r(t)] < 81, Definiamo
d(z,y) =inf {0 : Jp € C(0) con p(0) =z,¢ (1) =y}.

La finitezza di d segue dalla condizione di Hormander. Introduciamo anche la prossima
definizione (che non si trova in [19] ma abbiamo introdotto e studiato in [6] nel contesto

nonsmooth):

Definizione 4.2. Per ogni § > 0, sia C; (§) la classe delle curve assolutamente continue
¢ :[0,1] — Q che soddisfano

q

¢'(t) = Z)\i(t) (Xi)py g-0-t€(0,1)

=0

con [Mo(t)] < 6% e |\;(t)] <0 per j =1,...,q. Definiamo
dx(z,y) =inf{0:3p € C1(d) con ¢ (0) =z, (1) =y}.

La dx € ancora una distanza, finita in forza di un teorema di connettivita non banale. Le
due distanze d, dx sono equivalenti. Inoltre, nello spazio delle variabili liftate, la distanze
dg ¢ localmente equivalente alla quasidistanza p di Rothschild-Stein.

La famosa proprieta di doubling locale provata da Nagel-Stein-Weinger [19] afferma:

Teorema 4.1. Per ogni ) € § esistono costanti positive c,rqy tali che per ogni x €
Qlu r S To,

|B (z,2r)| < c|B(x,r)|.

Ora per applicare la teoria astratta degli integrali singolari vorremmo considerare un
piccolo intorno nello spazio delle variabili liftate, con la distanza di controllo (o la qua-
sidistanza equivalente) e la misura di Lebsegue, e applicare la teoria degli “spazi di tipo

omogeneo” di Coifman-Weiss. Qui pero nasce un problema. Infatti, dato un sistema di
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campi di Hormander in un dominio 2, cio che serve sapere per applicare la teoria a un

dominio 2" € €2 & una proprieta di doubling del tipo

(4) p(B(x,2r)N Q) <ecu(B(z,r)NQ) Ve Q € Qr >0
mentre cio che sappiamo &

(5) w(B(x,2r)) < cu(B(x,r)) forany x € ' € Q,0 < r < 7.

Ora ¢ noto fin da [15] che quando €' ¢ ad esempio una sfera metrica, la condizione (4)
segue (5) se la distanza soddisfa una specie di proprieta di segmento: per ogni coppia di
punti z;,z9 a distanza r e per ogni 6 < r e € > 0 esiste un punto xy a distanza < ¢ da
r1 e < r—9+¢e dazy (questo fatto si legge esplicitamente dalla dimostrazione in [4,
Lemma 4.2]). Tuttavia quando e presente il termine di drift la proprieta di segmento e
certamente falsa (lo & gia per la distanza parabolica nel piano). La distanza di controllo

soddisfa invece nel caso del drift la seguente proprieta piu debole:

Lemma 4.1. Per ogni x,y € €}, intero positivo n e € > 0, $i puo unire r a y con una
curva y e trovare n + 1 punti pg = , p1, P2y -y Pn = Y SU 7, tali che
dx (pj,pj+1) < 1—\;_de (x,y) perj=0,2,...,n—1.

Ora, mentre per distanze di cui si conosce una forma analitica esplicita anche in assenza
della proprieta di segmento si puo talvolta provare la (4) (come accade per la distanza pa-
rabolica), nel nostro caso non € chiaro come fare. Percio siamo costretti a usare una teoria
degli integrali singolari che non richieda la doubling globale (4). Una prima possibilita ¢
considerare il contesto degli spazi nondoubling, studiati da Tolsa, Nazarov-Treil-Volberg
e altri (v. ad es. [22], [20]). Risultati di continuita di integrali singolari in L? e C'* per
integrali singolari del tipo che ci interessa in questo contesto sono stati provati in [1]. Ma
qui ci servono anche altri fatti, tra cui la teoria dei commutatori, che non era disponibile
nella forma che ci serve in spazi nondoubling. Abbiamo quindi sviluppato ad hoc una
teoria degli integrali singolari in spazi localmente doubling ([10]), che puo avere un inte-
resse indipendente. La teoria permette di dedurre teoremi in spazi localmente doubling

a partire da analoghi teoremi gia dimostrati in spazi doubling, senza rifare caso per caso
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la dimostrazione in modo adattato. Questa strada, oltre che essere una necessita, per-
mette in realta delle formulazioni pit naturali dei risultati di stime a priori, nel seguente
senso: posto che le stime che si dimostrano sono solo locali, ¢ naturale che le ipotesi
sui coefficienti dell’operatore siano espressi in una forma locale, che non chieda nulla ai
coefficienti vicino al bordo del dominio, come invece facevano le teorie precedenti. Diamo
infatti la definizione di spazio VMO locale, che esprime la nostra ipotesi sui coefficienti

dell’operatore.
Definizione 4.3. Diciamo che a € VMOx o () se per ogni Q' € Q, la funzione

1
Mo (1) = sup sup u(®) — uB,(ap)| d,
uAY A} t<r zoe | By (w0)] Bt (o) o)
e finita per r < 1o e tende a zero per r — 0, dove rq € il numero che compare nella

doubling locale di Nagel-Stein- Weinger.

Applicando quindi i teoremi di continuita LP e C'* degli integrali singolari e frazionari e
i teoremi di continuita LP del commutatore di un integrale singolare o frazionario in spazi
localmente doubling, si ottengono le stime a priori desiderate, per il momento pero solo per
funzioni a supporto compatto e sufficientemente piccolo (tecnica di riassorbimento). Per
le stime LP che coinvolgono operatori di integrale singolare a nucleo non congelato occorre
inoltre applicare anche la tecnica di sviluppo in armoniche sferiche (adattata alla struttura
di gruppo omogeneo), che ¢ possibile implementare grazie alle stime uniformi sulle derivate
di ogni ordine della soluzione fondamentale dell’operatore a coefficienti congelati (Teorema

6). I risultati di questo primo passo sono quindi:

Teorema 4.2 (Stime di Schauder, passo 1). Esistono Ry,c¢ > 0 tali che per ogni u €
2,0 [ D (¢
C)?,O (B (§7R0)> )

o2 (B(Em)) T ”“”m(é(sﬂo))} -
Teorema 4.3 (Stime LP, passo 1). Per ogni p € (1,00) esistono Rg,c > 0 tali che per
ognit u € C§° <§ (E, Rg)>,

lullcze (3 ro)) < C{HE“‘

HU”s;P(E(E,RO)) < c{HZu) (B(eR0)) + ||uHLp(§(g,RO))} )
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5. STIME PER FUNZIONI A SUPPORTO NON COMPATTO

Dalle stime per funzioni a supporto compatto e piccolo si deve passare alle stime (su sfere
piccole ma) per funzioni non a supporto compatto. Questo richiede utilizzo di funzioni
cutoff e risultati di interpolazione per norme C’}(’O‘ ) S}’p . I teoremi di interpolazione per
campi di Hormander sono sempre laboriosi da dimostrare, in assenza di una struttura
di gruppo; tuttavia questa sezione in buona parte si adatta da quanto gia fatto nei casi
senza drift. Nuovi ingredienti che occorrono sono: qualche proprieta delle norme C’;ﬁa, in
particolare “teorema di Lagrange rispetto ai campi, con drift”

q

|f(z) = fy)] < gdx (z,9) <Z sup [ Xif|+dx (z,y) sup - \Xof!>

i—1 BE@.(1+6)R) B(z,(14+6

per ogni f € C* (B (Z,(1+9d)R)), z,y € B(T, R); per il caso LP, la funzione massimale
locale di Hardy-Littlewood. Si ottengono cosi stime a priori, ancora nello spazio delle

variabili liftate e su sfere piccole, ma non necessariamente per funzioni nulle al bordo:

Teorema 5.1 (Stime di Schauder, passo 2). Esistono ro,c, 3 > 0 tali che per ogni u €
C’)Q?’O‘ (E(E, r0)> ,0<t<s <,

lullez(a(e0) < 755 {qu\ oa(3ee) F ”“”L*(%s))} -

Teorema 5.2 (Stime LP, passo 2). Esistono ro e per ognir < rq esiste ¢ > 0 tale che

per ogni u € S}’p (E (E, 7‘)) si ha

w(B(Er)) ||“||L”<§(£w))} ‘

6. RITORNO ALLE VARIABILI ORIGINARIE

Il ey < {12

Ora si tratta di ritornare alle variabili originarie, proiettando sullo spazio R" le stime
trovate nel liftato. Per le stime L? questo non introduce sostanzialmente nuovi problemi
rispetto al gia noto: le stime si proiettano in modo banale, I'ipotesi che se i coefficienti
sono VMO i loro “liftati muti” a;; (x,t) = a;; (z) lo sono nelle variabili liftate segue da
un teorema di Nagel-Stein-Weinger [19] sulla relazione tra i volumi delle sfere originaria

e nel liftato:
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Teorema 6.1. Siano B, B sfere rispetto a dx e dg, rispettivamente. Esistono costanti

do € (0,1),79,c1,c0 > 0 tali che
cpvol (ET (x, h)) < wol (B, (z)) - vol {h' eRN"": (2,}) € B, (x, h)}
< covol <§r (x, h))
per ogni x € Q,z € Bsy, (x) er <rg. (Con x € R",)h € RN="). Inoltre:
dg (2, ), (W) > dx (2, ).
Infine, la proiezione di B, (z,h) su R ¢ B (z,7) e la proiezione ¢ suriettiva.

Corollario 6.1. Per ogni funzione positiva g definita in B, (x) C Q,r < g, si ha

C1
| Bsor ()] J By, ()

1 c
g (y) dy < 7——— /~ g (y) dydh’ < B—2 g (y) dy.
B, (z. h)‘ (@h) B, (2)] Jp, a)

dove g € come nel teorema precedente.

Per le stime di Schauder la questione e piu sottile. La relazione fra distanza originaria
indotta dai campi e distanza indotta dai campi liftati non & banale. Il risultato finale che

si trova, a relazione tra gli spazi C' <§ (& R)) e C% (B (7, R)), ¢ il seguente:

Teorema 6.2. Sia f una funzione definita in B (T, R), sia B (E, R) la sfera liftata, con
&= (%,0) e poniamo f(x, h) = f (x), vedendo ora f come funzione definita su By (&, R).

Valgono le sequenti disuguaglianze:

mc%(é(w)) < |flegB@.my -
C

|f|cgg(B(f,S)) < (t — s)? mc;(ﬁ(&t))

per0<s<t<R

Inoltre

Xi1Xi2 e XZkﬂC;’i( (§<E,R)) < |Xi1Xi2 e Xikf|0§((B(E,R)) )

. N
L L v 'X"kﬂc;(é@,t))

forO<s<t<Rei;=0,1,2,...,q.
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Come gia fatto in [5, Proposition 8.3], per provare queste relazioni si sfrutta la ca-
ratterizzazione integrale degli spazi di funzioni Holderiane, alla Campanato ([11]). Noi
vogliamo pero evitare di integrare su insiemi del tipo 2 N B (x,r) (il che porterebbe il
problema di assicurare la relativa doubling), e questo richiede di rifare la teoria in chiave

locale:

Definizione 6.1. Perz € V,B(z,R) C Q,f € L' (B(Z,R)),a € (0,1),0<s <t <1,
sia

1
Mo,Bp.Bor (f) = sup inf ————— |f (y) — el dy.
o +€B(@sR)r<(t-s)R R T | By (T)| /B, ()

Se f € C% (B (T, R)) allora

Ma»BsRthR (f) S |f|CO‘(BR(l'0)) :

Inoltre:

Lemma 6.1. Per 7 € ', B(7,2Ry) C Q, R < Ry, « € (0,1), 0 < s <t <1, se
f € L' (B(Z,tR)) ¢ una funzione tale che My g, B, (f) < 00, allora esiste una funzione

f*, q.o. uguale a f, tale che f* € C% (B (Z,sR)) e

N c
Flogiateam < 5= g Mepuntin ()

per qualche ¢ indipendente da f,s,t.

Segnaliamo che I’esponente 2 nel lemma nasce dalla presenza del drift e dalla variante
della proprieta di segmento che proviamo per la distanza di controllo (Lemma 4.1).

Si noti che in questa fase dell’argomentazione, sia nel caso LP che nel caso Schauder
si lavora nello spazio originario in cui i campi non sono liberi e la misura della sfera non
e equivalente a una potenza fissata del raggio; questo fatto richiede una teoria di spazi
localmente doubling generali, non solo fatta su misura per il caso dei campi liberi.

Le stime finali, nelle variabili originarie, sono (con 1'ovvio significato dei simboli):

Teorema 6.3 (Stime di Schauder, passo 3). Vale la sequente stima in piccolo (0 < s <

t < 7”0).’

&
HUHC’i;a(B(E,s)) < m <||£U| C% (B(t)) + ||uHL°°(B(§,t))>



A PRIORI ESTIMATES FOR NONVARIATIONAL OPERATORS WITH DRIFT 33

e quindi la stima locale (¥ € Q) per ogni u € C%™ (Q):
lulloze gy < e {10l og oy + Nl oo} -
Teorema 6.4 (Stime L, passo 3). Vale la sequente stima in piccolo (dy,ro opportuni):
lull sz cozorosan < € (1€ulamrm + 1oy
e quindi la stima locale (V' € ), per ogni u € S?gp (Q),
lull o < e {10l gy + Il | -

7. SPAZI LOCALMENTE DOUBLING

Concludiamo con qualche notizia in piu sulla teoria degli spazi localmente doubling a
cui si ¢ accennato. Presentiamo anzitutto la definizione di spazio (metrico) localmente
omogeneo, meno generale della definizione di spazio localmente omogeneo data in [10] ma

sufficiente per questa applicazione della teoria.

Definizione 7.1. Sia (£2,d) uno spazio metrico. Sia p una misura di Borel positiva e
regolare in §2.
Supponiamo esista una successione crescente {Q,} | di sottoinsiemi misurabili e li-

matati di S, a chiusura compatta, tali che:

e che per ognin =1,2,3,...:

(i) esista €, > 0 tale che
{r € Q:d(z,y) < 2e, per qualche y € Q,,} C Qpyq;
(i1) esista C,, > 1 tale che per ogni x € Q,,0 <r < ¢, si abbia
0<p(B(x,2r) <Cyu(B(z,1)) < 0.

(Notare che per x € Q,, er < e, si ha B(x,2r) C Q,.1).

Diremo allora che (2, {2}~ ,d, i) é uno spazio (metrico) localmente omogeneo.
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Il risultato chiave dal punto di vista tecnico che dimostriamo in [10] & un’opportuna
rivisitazione di una costruzione astratta che Christ fa in [12] in spazi omogenei, allo scopo
di dimostrare in quel contesto il teorema T (b) di continuitd L? degli integrali singolari.
Christ costruisce astrattamente una famiglia di “cubi diadici”, aventi molte proprieta
analoghe a quelle dei cubi diadici euclidei. Una di queste asserisce che ogni cubo @ e

ancora uno spazio omogeneo, ossia vale appunto la proprieta

p(Q N By (x)) < cu(QN B, (x)) per ogni x € Q,r > 0.

Quello che facciamo in [10] e provare una analoga costruzione astratta di cubi diadici
in ogni spazio solo localmente doubling. Il risultato sorprendente che si ottiene ¢ che la
proprieta di doubling globale, che non si sa se € vera per lo spazio intero né per una sfera
metrica, € invece vera per i cubi diadici (e per ogni unione finita di cubi diadici). Come
conseguenza si prova che ogni sfera metrica ¢ compresa tra due insiemi misurabili, di
diametro e misura paragonabili a quelli della sfera, e sui quali vali una doubling globale.
Applicando allora a questi insiemi teoremi noti sugli spazi doubling si ottengono come
conseguenza teoremi analoghi su sfere metriche, ma in veste locale.

Vediamo ad esempio cosa diventano i teoremi sugli integrali singolari in spazi localmente
doubling. Sia @ € Q,, e B (T, Ry) C Qy41; sia K (x,y) un nucleo che soddisfa in B (T, Ry)

le stime standard degli integrali singolari e una proprieta di cancellazione del tipo

/ Ko dulo)| +| [ K(eo)du(z)| < €.
Qpy1,61<d(z,y)<e2 Qpy1,61<d(z,2)<e2

per © € B(T,Ry) e 1,69 tali che 0 < g1 < g3 e B(x,69) C Q,41. (Si noti che si sta

integrando su corone sferiche “intere”, non intersecate con un dominio). Allora il nucleo

K (z,y) = a(z) K (z,y)b(y)
con a, b funzioni cutoff supportate in sfere contenute in B (T, Ry), definisce un operatore

di integrale singolare T' continuo su L? (B (T, Ry)) per p € (1,00). Se poi

() = lim R (2, y)du(y) € C7 Qi)

0 Jd(z,y)>e
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per qualche v > 0, allora

HTfHC’l(B(E,R)) <c ”f”CW(B(E,HR))

per un certo H > 1en € (0,1).

Il teorema sul commutatore ha la seguente forma. Se K ,IN( sono come sopra, a €

BMOloc (Qn—i—Z; Qn+3) , €

0, T] f (2) = T(af) (x) = a(z) Tf (2),

allora per ogni p € (1, 00)

Il TT Fll o s.ry) < €l Br0ge(@nin 0nes) 1F o (s R)) -

Se in particolare a € VMOyoe (212, Q2,43) allora per ogni € > 0 esiste r > 0 tale che
per ogni f € L? (B (%, 1))

1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

7]

|a,T] fHLp(B@,r)) <e ”fHLp(B(f,r)) :

RIFERIMENTI BIBLIOGRAFICI

M. Bramanti: Singular integrals in nonhomogeneous spaces: L?and LPcontinuity from Hélder
estimates. Revista Matematica Iberoamericana 26 (2010), no. 1, 347-366.

M. Bramanti, L. Brandolini: LP-estimates for uniformly hypoelliptic operators with discontinuous
coefficients on homogeneous groups. Rend. Sem. Mat. dell’Univ. e del Politec. di Torino. Vol. 58, 4
(2000), 389-433.

M. Bramanti, L. Brandolini: LP-estimates for nonvariational hypoelliptic operators with VMO
coefficients. Trans. Amer. Math. Soc. 352 (2000), no. 2, 781-822.

M. Bramanti-L. Brandolini: Estimates of BMO type for singular integrals on spaces of homogeneous
type and applications to hypoelliptic PDES. Revista Matematica Iberoamericana, 21 (2005), no. 2,
511-556.

M. Bramanti, L. Brandolini: Schauder estimates for parabolic nondivergence operator of Hormander
type. J. Differential Equations 234 (2007) 177-245.

M. Bramanti, L. Brandolini, M. Pedroni: On the lifting and approzimation theorem for monsmooth
vector fields. Indiana University Mathematics Journal. Issue 6 Volume 59 (2010), 1889-1934.

M. Bramanti, M. C. Cerutti, M. Manfredini: LP-estimates for some ultraparabolic operators with

discontinuous coefficients. Journal of Math. Anal. and Appl., 200, 332-354 (1996).



36

8]

[10]

[11]

[16]

[17]
[18]

[19]

MARCO BRAMANTI

M. Bramanti, G. Cupini, E. Lanconelli, E. Priola: Global LP-estimates for degenerate Ornstein-
Uhlenbeck operators with variable coefficients. Mathematische Nachrichten, 1-15 (2013)/ DOI
10.1002/mana.201200189.

M. Bramanti, M. Zhu: LPand Schauder estimates for nonvariational operators structured on
Hérmander vector fields with drift. To appear on Analysis and Partial Differential Equations. ArXiv:
1103.5116v1 26 Mar 2011.

M. Bramanti, M. Zhu: Local real analysis in locally doubling spaces. Manuscripta Mathematica 138,
477-528 (2012).

S. Campanato: Proprieta di Holderianita di alcune classi di funzioni. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa
Cl. Sci. (3) 17 (1963) 175-188.

M. Christ: A T(b) theorem with remarks on analytic capacity and the Cauchy integral. Colloq. Math.
60/61 (1990), no. 2, 601-628.

M. Di Francesco, S. Polidoro: Schauder estimates, Harnack inequality and Gaussian lower bound for
Kolmogorov-type operators in non-divergence form. Adv. Differential Equations 11 (2006), no. 11,
1261-1320.

G. B. Folland: Subelliptic estimates and function spaces on nilpotent Lie groups. Arkiv for Math. 13,
(1975), 161-207.

B. Franchi, E. Lanconelli: Hoélder reqularity theorem for a class of linear nonuniformly elliptic ope-
rators with measurable coefficients. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4) 10 (1983), no. 4,
523-541.

C. E. Gutiérrez, E. Lanconelli: Schauder estimates for sub-elliptic equations. J. Evol. Equ. 9 (2009),
no. 4, 707-726.

L. Hormander: Hypoelliptic second order differential equations. Acta Math., 119 (1967), 147-171.
E. Lanconelli, S. Polidoro: On a class of hypoelliptic evolution operators. Partial differential
equations, IT (Turin, 1993). Rend. Sem. Mat. Univ. Politec. Torino 52 (1994), no. 1, 29-63.

A. Nagel, E. M. Stein, S. Wainger: Balls and metrics defined by vector fields I: Basic properties.
Acta Math., 155 (1985), 130-147.

F. Nazarov, S. Treil, A. Volberg: The Tb-theorem on non-homogeneous spaces. Acta Math. 190
(2003), no. 2, 151-239.

L. P. Rothschild-E. M. Stein: Hypoelliptic differential operators and nilpotent groups. Acta Math.,
137 (1976), 247-320.

X. Tolsa: A proof of the weak (1,1)-inequality for singular integrals with non doubling measures based

on a Calderén-Zygmund decomposition. Publ. Mat. 45 (2001), no. 1, 163-174.



A PRIORI ESTIMATES FOR NONVARIATIONAL OPERATORS WITH DRIFT

E-mail address: marco.bramanti@polimi.it

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA. POLITECNICO DI MILANO. VIA BONARDI 9. 20133 MILANO.



