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All’inizio di questo ciclo di seminari, voglio ricordare il Professor Bruno Pini, maestro
di molti di noi, ed ispiratore dei Seminari di Analisi Matematica.

A lui va il mio commosso pensiero.

1. INTRODUZIONE

Comincio questo seminario esponendo il problema in un caso semplice ed intuitivo.

Il problema e di identificare la coppia

(y, ) € C([0, 7]; D(L)) x C([0,7]; C)

soddisfacente il problema differenziale

) CMy(0) = Ly(t) + [0z +hit), 0 <1<,

(2) (My)(0) = Myo,

insieme all’informazione aggiuntiva

(3) O[My(t)] =g(t), 0<t <,

sotto la condizione di tipo debolmente parabolico che L, M siano operatori linear chiusi
nello spazio di Banach complesso X, il dominio D(L) di L sia contenuto in D(M),
0 € p(L) e valgano le stime risolventi (Hysr): (cfr. Favini e Yagi [10])

(4) 1M (=M — L) lox) < e(1+]2])7"

per ogni

2€3¥, ={2€C, Rz> —c(1+|32))*}, 0<fB<a<]l, Ve>0,

con h € C([0,7]; X), yo € D(L), ® € X*, g € C([0,7];C) fissati. Naturalmente,

aggiungiamo la condizione di compatibilita
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() ®[Myo] = g(0).

Applicando @, dalla (1), mediante (3), si ottiene che necessariamente

g'(t) = @[Ly(t)] + f()P[2] + @[A(D)], 0<t<T

Percié, se

allora f(t) e data da

(6) £(t) = %{g'a) — D[Ly(t)] - (1))}

Se sostituiamo (6) in (1), questo porta al problema diretto

1) GIM0) = Lyte) = G RlLyE): — gRlhle + 5 (02 + A

(My)(0) = Myo.

Cost il problema inverso (1)-(3) ¢ ridotto al problema diretto (7), (2).

Per risolvere la (7), dobbiamo fare delle assunzioni sull’operatore B definito da

O[Ly]
O[z]
tali che I'operatore L + B abbia le stesse proprieta spettrali di L che ci permettano di

D(B)=D(L), By=-— 2, yeD(B)

trattare

©(My) = (L+ By +ht) — 5=

come nella monografia [10] di Favini-Yagi.

ng(t)z

Questo metodo & stato descritto da Angelo Favini nel lavoro [8], facendo appello ad

argomenti di regolaritd massimale spaziale delle soluzioni di
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%[My(t)] = Ly(t) + f(1), 0<t<r,

(My)(0) = Myp.

Risultati di regolarita temporali sono conosciuti cfr. [5], [6].

Attualmente noi faremo riferimento ad un nuovo risultato dovuto per6 a Favaron-Favini
[7], vedi anche [§].

Nel lavoro [6] di Favaron-Favini vengono trattate equazioni integro-differenziali degeneri
di tipo parabolico, molto generali e per i quali potrebbero essere studiati numerosi proble-

mi inversi.

2. GLI spazl (X, D(A)),, E X}”

Per sviluppare la nostra tecnica, avremo bisogno di considerare operatori lineari multi-
voci (m.l.) o relazioni lineari, secondo la letteratura russa.

Un tale operatore A agisce da X in Py con dominio D(A) = {z € X, Az # (0}, che
¢ un sottospazio lineare di X; si ricordi che Az + Ay C A(z +vy), Mz C A(A\z), A € C,
z € D(A). §(A) C X x X, §(A) ={(z,y), v € D(A), y € Az} ¢l grafico di A.

Se U € Px soddista U N D(A) # 0, la restrizione A|y di A a U & definita da

D(Aly) =UND(A) e (Aly)r = Az, x € D(A|p).

L’inverso A~ di un operatore m.l. A & definito da D(A™!) = R(A) = immagine di A

Aly={z € D(A): ye€ Az}, ye DA™

Il nucleo N(A) di Ae A~'0 = {z € D(A), 0 € Az}. Se N(A) = {0}, A si dice iniettivo.
Se A€ C, Ae B sonom.l suX, allora

M, A+ B, AB
sono definiti in maniera naturale e sono operatori m.l..
Se U € Px \ 0, Iy (Ix = I) denota l'operatore identitd in U: G(Iy) = {(u,u), u € U}.
Se A, B sonom.l,, BC Ase D(B) C D(A) e Bx = Ax per ogni « € D(B).
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Se BC Ae Bx = Ax Vx € D(B), si dice che A & una estensione di B.

Se A ¢ una estensione di B. allora §(B C §(A) ma non vale il viceversa.

Un operatore lineare SINGLE-VALUED S ¢ detto essere una sezione di A se D(S) =
D(A) e S C A, cioe Sz € Ax per ogni x € D(A).

Se U, V € Px \ 0, la distanza d(U,V) &

inf ||lu—v|x
uelU, veV

e d(z,V)=d(V,z) = distanza tra {z} e V.

Per una relazione lineare A si pone (cfr. Cross [3])

|Az|| = d(Az,0) = infyea, |yllx, = € D(A)
= ||Az| = d(z, A0) Vz € Ax.
= ||Azx|| = d(Az, A0).

La norma ||A]| di una relazione lineare su X &

IAll = sup [l Az]

z€D(A), ||z]x<1

Se D(A) = X e ||A]| < +o0 si dice che A ¢ limitato.
||Al| non & una vera norma, a meno che A non sia single-valued.
Una relazione lineare A si dice CHIUSA se il suo grafico G(A) & chiuso.

Se A e una relazione lineare in X, l'insieme risolvente ¢ definito da

p(A)={2€C, (2I - A eL(X)

e si vede che se p(A) # (), allora A & chiusa.

Se A e una relazione lineare in X,

AY(2I — A)~! & la sezione lineare z(zI — A)™' — I di A(z] — A)™1, 2z € p(A).

Si noti che A° & solo un simbolo e non ¢ necessariamente una sezione di A.

Cosi A°(0I — A)~! = —TI non deve essere capita come A°’A~! = —J, a meno che A non
sia single-valued, e allora A°(21 — A)~! si riduce a A(2] — A)~'.

Se A & una relazione lineare in X, diremo che A soddisfa (H,) se
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p(A) contiene 3, := {z € C; Rz > —c(1 + [Jz])*},
a€(0,1],c>0e3 [ € (0,a], e c>0 tali che

(2] — A Yl < c(L+|2])75, ¥z € S

Se M e L sono operatori linear single-valued in X, D(L) C D(M), sia A la relazione
lineare LM ! definita da

D(A) = M(D(L)), Az ={Ly: y € D(L), x = My}, = € D(A).

Allora (AM — L)YM ' =X —-A AXeCe M(AM — L)' =((A\M — L)M~)~!
= (M — A)7', X € C, nel senso di m.1. operatori.
Sia pps(L) il risolvente M-modificato di L, cioe

pul ={z€C: (zM - L)' € L(X)}.

Si noti che se M & anche chiuso allora py (L) C p(A). Pertanto, se L e M sono operatori

lineari chiusi in X e vale

(Hap)  Za Cpu(L) e |[MOAM = L) Y|z < c(1+ A7, VA € I,

allora I'operatore multivoco A = LM~ soddisfa (H,).
Sia ora A m.l. con 0 € p(A). Su D(A) si introduce la norma

[zl pay = [[Azll, = € D(A)

(D(A), || - [|p(ay € uno spazio di Banach.
Se (Y, ||- |ly) & uno spazio di Banach, C°(0, +00;Y") denota I'insieme di tutte le funzioni
continue da (0,400) a Y. Se g ¢ una funzione fortemente misurabile da (0, +oc) a Y si

pone

l9(€)

+o0 d %
s = ([ 1@ %E) L 12g <,
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19 +py = sup [lg()lly, se g =oc.
£€(0,00)

Richiamiamo ora gli spazi di medie di Lions-Peetre.

Sia po, p1 € [1,-+00) oppure py = p; = +00.

Sev € (0,1), siap™ = L2+ L se pg, pr € [1,+00) e p = +00 se p; = +00, j =0, 1.

S(v,p0, X,v — 1,p1, D(A)) denota l'insieme di tutti gli x € X tali che z = (&)
F01(8), € € (0,400), 1y € CO(0, +00), Vi), €706l sy < 0913 = 0, . (Yo, Vi 705 71) =

Lo spazio di Banach complesso (X, D(A)),, ¢ definito da

(X7D(A))’Y7p = S(’va07X7’7 - ]->p17D(A))>

[/l x.Deay),, = E{IE7 00 ()|l 7o (x) + 1€7 0y () ]| oo (D(A))}-

dove I'estremo inferiore e calcolato su tutte le possibili rappresentazioni di x nella forma
specificata.

Se v € (0,1) e Z & uno spazio di Banach complesso, diciamo che Z appartiene alla
classe J, (X, D(A)) (rispettivamente K, (X, D(A))) se Z & uno spazio intermedio tra X e
(X, D(A)),1 (rispettivamente tra (X, D(A)),,00 € D(A)).

Sia (0,00) C p(A), v € (0,1) e p € [1,+00]. Allora lo spazio di Banach complesso X"
e definito da

X3P ={r € Xt [a]xyr = & AEL — A) 'l p(x) < +oo},

[zl xp = llllx + [elxye-

Facciamo ora l'assunzione (H,4) su A. E ben noto che se A & single-valued e 3 = 1, allora
(X,D(A))p ¢ X}? coincidono. Per 8 € (0,1) vale il seguente risultato [cfr. Favaron-

Favini [5, Proposition 4.3].
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Proposizione 2.1. Sia A una relazione lineare su X, soddisfacente (Hy). Allora
X3P — (X,D(A))yp, v€(0,1), pe[l,+oo],

<X7D<A>)%p - XXjLﬁil’pa v € (1 - 67 1)7 b € [17 +OO]

Siano M, Ly, Lo single-valued operatori lineari in X, D(L;) N D(Ly) # {0}, D(L;) C
D(M), 0 € p(L1) N p(Ly + L)

e valgano (Hyrr,) e (Hpyrp,+1,) con gli stessi a e 5. Sia Ag = (L1 + Ly)M ™', Ay =
L, M~'. Si ha

Proposizione 2.2. i) Siano M, Ly, Ly operatori chiusi in X, # D(Ly) N D(Ly),
D(Ly) € D(M), 0 € p(L1) N p(Ly + Lg). Assumiamo La|pr,+1.) € L(D(Ly +
Ly); X). Allora
(8) X3P XPH v e (1-8,1), pell,+od]
ii) Sia D(L1) € D(L2) N D(M) e La|p(r,) € L(D(L1),X). Allora oltre alla (8) vale
X3P — ijﬁ_l’p, vyeE(1—-03,1), pell,+x).
iii) Sia 8 =1 e valgono le assunzioni in i), allora X7 = X"
3. RISULTATI DI PERTURBAZIONE

Esporré alcuni risultati di pertubazione, il primo dei quali estende una precedente
affermazione di Cross-Favini-Yakubov [4]. D’ora in poi, per ogni r > 0 denoteremo con

Yo, la sottoregione X, , = {z € ¥, : |z| > r} di 3,.

Teorema 3.1. Sia Ay una relazione lineare in X soddisfacente (Ha,) con 5 € (0,q],
€ (0,1]. Sia (Z,| - ||z) uno spazio di Banach complesso,
Z € J,(X,D(A)) con vy € (0,5). Sia Ay un operatore lineare single-valued con Z C
D(Ay) e As|z € L(Z,X). Allora
Vp € (0,1) esistono rg, > 0 e c, >0 tali che Xo,, € p(A1 + As) e

(M = (A + A) e < e (T+HA)7P, YAe X

ATBy,p "
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Cfr. Lunardi [11] per @« = 3 = 1 e operatori single-valued.

Teorema 3.2. Siano M, Ly, Ly operatori lineari chiusi single-valued in X, D(Ly) C
D(Ly) N D(M), 0 € p(Ly),
e valgano (Hypr,) con B € (0.af, a € (0,1] e

1—
|Lolx < el Mali e, @ € D(Ly),

per un certo ¢ >0, e~y € [0, 5].
Allora ¥p € (0,1) 3 7135,, >0 ec, >0 tali che
Ea,rﬂ,%p g PM(LI + LZ) €

|M(AM — (L1 + L2)) M zoo) < c,(T+ M), VAET

ATBy,p"

I successivi teoremi 3.3 e 3.4 estendono Lunardi [11], Proposition 2.4.1 (ii), in cui

a= =1, A e single-valued, M = I.

Teorema 3.3. Sia Ay una relazione lineare su X soddisfacente (Hy, ), B € (0.a], a €
(0,1].

Sia (Y, || - [ly) uno spazio di Banach complesso tale che Y — XP per un v € (1 - 3,1)
ep€[l,4+00], dove

X2 € {(X, D(A1))yp, X)T} € sia Ay un operatore lineare single-valued in X con D(A;) C
D(As3) e As|pa,) € L(D(A1),Y).

Allora, ¥p € (0,1) 37r5,, >0 ec>0 tali che Xy, C p(A1+ Ag) e

IO = (Ay + A2) o) < e+ A)77, Vaes

ATBy,p"

Teorema 3.4. Siano M, Ly, Ly single-valued operatori lineari in X, D(Ly) C D(Ly) N
D(M), M chiuso, 0 € p(Ly), e wvalgano la condizione risolvente (Hyrp,), B € (0.a],
a € (0,1]. Posto Ay = LiM~" sia (Y,| - |ly) uno spazio di Banach complesso tale che
Y = Y? € {(X,D(A1))yp, X3P}, v € (1= 5,1) ep € [1,400]. Inoltre sia La|p(r,) €
L(D(Ly),Y). Allora, Vp € (0,1) 37r5,, >0 ec>0 tali che X, C pu(Ly + Lo) e
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[M(AM — (Ly + Lo)) ey < c(1+ A7, VA€ Seran,-
4. ESEMPI

Ci limitiamo a due esempi di applicazioni dei teoremi precedenti.

4.1. Esempio. Trattiamo equazioni alle derivate parziali in spazi di Holder (cfr Von Wahl
[12]).
Sia €2 un insieme aperto limitato di R"”, n > 1, con frontiera 0f) regolare. Se v ¢ N,
v > 0, scriviamo v = [v] 4+ {v},
[v] e NU{0}, {v} € (0,1). Sep = (m,...,m.), nj € NU{0}, sia
" i 1 o\l
Sl . U S
il = Zlm e P il oz o
J:
Seke€Nev>0,v¢&N, poniamo C*(Q) = {u € C°(Q), D"uec C°Q), |7 <7}
C*(@) = {ue CP(Q): Dlue @), [7] = ]},

Sia ora ¢ € (0,1), a; € C°(Q), 7| < 2m con a; : © — R per |ij| = 0,2m

K-yl < Z aq(z)y" < Kly|2*, V(z,y) € Q x R"
|7i|=2m
dove K ¢ una costante positiva e y7 = y* ...y |y|2 = Z;?zl ZJJQ'-
Sia [v] =2m, {v} =0, v =[v]+ {v}.

Introduciamo i seguenti operatori lineari in X = C1}(Q),

D(Ay) ={u € C”(Q); Dlpg =0, |7]=<m—1}

D(Az) = C"H(Q)

Aju=— Z azD"u, u € D(A)
|71=0,[v]
V-1

Agu = — Z a; D, u € D(Ay)
|7=1

Allora, purche min,eq j71=0 @7 > Ao grande,
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in Von Wahl [12], Satz 1, ¢ dimostrato che

B _(M={vh
1A = A) Mgty < e+ D)™™

e (Hya,) ¢ soddisfatta con a=1e = ([”][_Vj{”}) =1— Z. Si vede che

|ull vy € ||ullpea,) sono equivalenti su D(A;).

VA€ 3.

Si vede poi che Ay € L(D(As); X) e cosi il Teorema 3.1 si applica con (Z,] - ||z) =
(D(A2), [ - ller-1)

4.2. Esempio. Sia I = (0,1), X = L(I), D(M) = H2(I) N H\(I), D(L\) = H*I) N
HZ(I), Mu= (I + D*)u, u € D(M), Lyu = —D*u, u € D(L,),
dove DF = L-0% 'f € N.

Si vede che

(NI

IMOM = L)oo < e(1+ M) 75, Ae s,

Introduciamo la perturbazione L, mediante

2
D(Ly) = H*(I), Lou= Zaiju, u € D(Ly);
=0
con a; € C°(I), per j = 0,1,2. Allora si riconosce che Yu € D(L;) e ogni v € [0, 1)

| Laulliy < el Ml | Lol Ja
Prendendo v € [0, %), si pu6 applicare il Teorema 3.2.

5. APPLICAZIONI A PROBLEMI DI IDENTIFICAZIONE DEGENERI

In questo paragrafo estenderemo dei risultati di Al Horani, Favini [1], [2], cfr. 'introduzione.
Sia (X, || - |lx) uno spazio di Banach complesso; studiamo il seguente problema di
identificazione degenere: trovare la funzione vettoriale

(v, fi,.. ., fn), v Ip =[0,T] = X, fi : It — C, i =1, ... N soddisfacenti

(9) Dy(Mu(t)) = Lyv(t) + Z fi®)yi + f(t), Mv(0) = My,
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insieme alle N informazioni addizionali

dove ¥, € X* e dato, 2 =1,... N.

Applicando i funzionali ¥; alla (9) si vede che se la matrice quadrata di ordine N

Uil ... Wayn]

Unln] - Unlyn]
e invertibile, cosicche det(U) # 0, allora

fi(t) = [det(U)] Y~ Upif Dega(t) — Wil f ()] = WilLro(t)]}

dove Uy ¢ il cofattore dell’elemento W[y;] di U. Segue che 'equazione (9) diventa

(100 D(Mo(t)) = (Ly + La)o(t) + > ha(t)ys + f (1), t € Iy, Mu(0) = My,

i=1

dove

D(Ly) = D(Ly), Loz = —[det(U)] " Y UpiUh[Lrzly;, @€ D(Ly),

ik=1

hi(t) = =[det(U)] ™Y Uk i{ Dygi(t) — Wil f(t)]}, i=1,...,N, t€Ir.

Per risolvere (10) si applica il Teorema 5.9 in Favaron-Favini [6].

Poniamo Ay = (Ly + Lo)M ™', Ay = LiM ™', Ay = LyM~! con riferimento al risultato
sopracitato e introduciamo le seguenti ipotesi

(H1) Valga (Hps,) con 3o+ 40 > 6 e costanti positive.

(H2) Livg + f(0) € X%, (y1,-.. yn) € [1e, X577, dove o € (6 — 3o — 33, 8), ¢; €

(6 — 3a — 38,1),
i=,1...N,re[1,7!], vg € D(Ly).
(H3) f e Cr(Ir; X), po —1/2 € [(3 — 20 — B) [, 1/2).
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(H4) (g1,...,9n) € TIY, C*#(I,,C) dove ; € (3 — 2o — B)/a, 1), i=1,..., N,
(H5) |[(Le — &M)L7 |y < 1, & & un numero positivo maggiore di una quantitd
positiva opportuna che puo essere precisata.

Il risultato fondamentale si legge:

Teorema 5.1. Siano (M, D(M)), (L1, D(L1)), D(L1) € D(M) operatori chiusi in X,
0€p(Ly), U, € X*, i=1,...,N,

valga (H1)~(H5), La matrice U sia invertibile. Sia v = min,—o__ny; e = min{p;(a+

B+~ —2)/a} dove (a,3) é come in (H1). Allora per ogni 6 € I, il problema
di identificazione (5.1) (5.3) ammette una unica soluzione (v, fi,..., fn) tale che v €
Co(Ir; D(Ly)), Mv € C*(Ip; X), v(0) = vy e f; € CO(I7;C),i=1,...,N.

Qui

(3—=2a—0)/a,v) se vE(B—2a—0)/a,1/2)

Iog, =
(B3—=2a—p)/a,1/2)  se ve[l/2,1)

6. DUE CASI CONCRETI

6.1. Esempio. Sia X = C?, |jz||x = (z,2)V% o = (21,13), (yi,92) = Z?Zl Y1725
Ye = (Yr1, Ur2),

k =1,2. Sia E la matrice {e1, e}, e; = (1,0), e = (0,1) e siano M e L; gli operatori
in X rappresentati rispetto ad E dalle rispettive matrici

Meﬁli

mii1 M2 lip hio
M — b b , £1 — b b ,
ma1 Ma2 l2,1 lz,z
rango M = 1, rango £; = 2.

Sia [; ; € C. Il problema di identificazione si scrive
M1V (t) + my2v(t) = Lavi(t) + Lava(t) + f1(t)z(t) + ky(t)

m;101(0) + mj2v2(0) = my 1§ + mj2s
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insieme alle informazioni aggiuntive di compatibilita

2

> (myavi(t) + myava(t))w; = gi(t), t€ I,
i=1
2

D (mjaé +mja&)w; = g1(0).

j=1

Cosi, se (H5) e soddisfatta, il teorema 5.1 si applica. I dettagli sono esposti in Favaron-

Favini [7].

6.2. Esempio. Sia  C R" un dominio aperto limitato di R™ con 0 di classe C? e con
(X [ - M) = (L2(), || - [ zr@), p € (1.00).

Sia M € L*>(Q2), m > 0 e sia M 'operatore di moltiplicazione per la funzione m(-).

Riguardo all’operatore L1, ci limitiamo a considerare condizioni al bordo di tipo Dirich-
let:

Liu=— Z D™ (ag, 7,D™u) — agu,
|71, |72[=1

u € D(Ly) = W2?P(Q)NW,?(Q), dove ag, az,, az, soddisfano ag € C(R), az, 7, € CH(Q),

ao(r) > vo, gy = gy € CHQ) @z + Q@ — Roper [l = 1, % = mir,-., M
n€{0,1},i=1,2ej=1,...,n

V1|y|zt S Z a’ﬁlyﬁ2(x)yﬁlyﬁ2 S V2|y|$;,7 V(xa?/) € Q X Rn? Vo, V1, V2 >0

|771],172|=1
Si pone A; = LiM~', D(A)) = M(D(L,)). Allora 3L;' € £(X, W??(Q)). Si prova

(cfr. Favini, Lorenzi, Tanabe [9])

IMOAM — L) Yoo < c(1+ A)7Y7, YA€), Wpe (1, +00).

Cosicche aw =1, § = 1/p. Ma per soddisfare (H;) prendiamo p € (1,4/73)
Riguardo a (H;) per j = 1,...,5, fissiamo r € [1,400] ed assumiamo per soddisfare

(H;) j=2,3,4
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Lyvo + f(0) € X317, @0 € (3/p',1/p), vo € D(Ly),
(y1~--7yN) S HinvT’ ©; € (3/]?/71)’ 1, = 1,...,77,,
f € CM()(IT;X)a Ho — 1/2 € [1/p/7 1/2)7

N
(g17'~'7gN) € HClJﬁui([T;C)? Hi € (1/p/71)7 L= 17"'7N'

=1

Sia 1; € LP(Q), j=1,..., N e siano

/1/13 x)dz, u € LP(Q).

Finalmente, in accordo a (H5), assumiamo che la matrice U sia invertibile e che per

uno &, opportuno valga

sup | — [det(U)]’lUkyi U luly; — Eomb|x < 1

|ul|lz=1, h=L~1u

Allora il problema di identificazione degenere (5.1) (5.3) ammette una unica soluzione

(v, f1, f2) con specificata regolarit4.

1]

BIBLIOGRAFIA

M. Al Horani, A. Favini, Degenerate first order identification problems in Banach spaces, Differential
Equations; Inverse and Direct Problems, Edited by A. Favini and A. Lorenzi, Taylor and Francis
Group, New York, N.Y. 2006, 1-15.

M. Al Horani, A. Favini, An identification problem for first-order degenerate differential equations,
Journal of Optimization Theory and Applications, Vol. 130, Number 1 (2006), 41-60.

R. Cross, Multivalued Linear Operators, M. Dekker, Inc., 1998.

R. Cross, A. Favini and Ya. Yakubov, Perturbation results for multivalued linear operators, Para-
bolic Problems: the Herbert Amann Festschrift, J. Escher, P. Guidotti, M. Hieber, P. M. Bucha,
J. W. Priiss, Y. Shibata, G. Simonett, C. Walker, W Zajaczkowski Editors, Birkhduser Basel AG,
2011, 111-130 .

A. Favaron, A. Favini, Fractional powers in interpolation theory for multivalued linear operators
and applications to degenerate differential equations, Tsukuba J. of Mathematics Vol. 35, No.2
(2011), 259-323.



[6]

PERTURBATIVE METHODS FOR INVERSE PROBLEMS 103

A. Favaron, A. Favini,On the behaviour of singular semigroups in intermediate and interpolation
spaces and its applications to maximal regularity for degenerate integro-differential evolution equa-
tions, submitted.

A. Favaron, A. Favini, Perturbation methods for inverse problems on degenerate differential equa-
tions, submitted.

A. Favini, Perturbation methods and identification problems for degenerate evolution systems, VII
Congress of Romanian Mathematicians, June 29 - July 5, 2011, Brasov, Romania.

A. Favini, A. Lorenzi, H. Tanabe and A. Yagi, An LP-approach to singular linear parabolic equations
in bounded domains, Osaka J. Math. 42 (2005), 385-406.

A. Favini, A. Yagi, Degenerate Differential Equations in Banach Spaces, Marcel Dekker, Inc., New
York, 1999.

A. Lunardi, Analytic semigroups amd optimal regularity in parabolic problems, Birkh&user, Basel,
1995.

W. von Wahl, Gebrochene Potenzen eines elliptischen Operators und parabolische Differentialgle-
ichungen in Raumen hoelderstetiger Funktionen, Nachr. Akad. Wiss. Gttingen Math.-Phys. KI. II,
(1972), 231258.

P1azzA DI PORTA SAN DONATO, 5 - 40126 BOLOGNA

E-mail address: angelo.faviniQunibo.it



